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Quverall Rotation Interaction in Rotation Spectra I1

A molecular model with five degrees of [reedom, three for the overall rotation, one for the
internal rotation and one for another vibration, is discussed. The treatment is restricted to C,-sym-
metric internal rotors. Regarding this special symmetry the classical kinetic energy is formulated.
Two possible sets of molecule orientated coordinate systems, one the instantaneous principal axis
system, the other an axis system in which the vibrational angular momentum disappears, and the
transformation between them are discussed. A general expansion for the potential energy is given.
The Hamiltonian is derived for the special case of a molecule with a symmetry plane restricting
the vibrational motion to an in-plane vibration. The numerical methods to evaluate the coefficients
of the kinetic part of this Hamiltonian and the possibilities to solve the eigenvalue problem, in-
cluding a remark to the Van-Vleck perturbation treatment, are discussed.

Bei der Auswertung der Rotationsspektren hin-
sichtlich des Hinderungspotentials der internen Rota-
tion (Torsion) von einer oder zwei Methylgruppen
verwendet man meist ein einfaches Modell mit den
drei Rotationsfreiheitsgraden und einem oder zwei
Torsionsfreiheitsgraden - ? (Rigid Frame — Rigid
Top (RF-RT)-Modell). Bei einer Reihe von Mole-
Propionaldehyd CH,CH,CHO 3,
Dimethyldisulfid  (CH;),S,*?, Methylthiocyanat
CH,SCN 67, Fluoraceton CH,FCH,;COS, Athyl-
cyanid CH,CH,CN 9, Methansulfenylchlorid CH4SCI
(1. c. 19 und Propionylfluorid CH;CH,COF 1, zeigt

die Untersuchung der Rotationsspektren und deren

kiilen, so dem

Torsionsfeinstruktur jedoch die Grenzen dieses Mo-
dells. Es wird die Berticksichtigung von Wechselwir-
kungen zu weiteren Schwingungen notwendig, was
sich im allgemeinen nicht ausschlieilich auf Methyl-
gruppen als interne Rotoren beschrankt.

Die ecinfachste Erweiterung des RF-RT-Modells
liegt in der Annahme einer Abhéngigkeit der Gleich-
gewichtsstruktur des Molekiils von der relativen
Drehlage des internen Rotors zum Rumpf (r -relaxa-
tion) 1% 13, Diese Methode hat den Vorteil, da} sich
die Zahl der internen Freiheitsgrade nicht indert,
bleibt in ihrer Anwendung jedoch auf die Analyse
von Rotationsspektren in verschiedenen Torsions-
zustinden beschriankt. Eine Erweiterung des Modells
auf eine groflere Zahl von internen Freiheitsgraden
erweist sich jedoch als notwendig bei der Analyse der
Torsionsfeinstruktur von Rotationslinien auch in an-
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deren Schwingungszustidnden, fir die aus dem Ex-
periment Wechselwirkungseffekte mit der Torsion
Aufbauend Unter-
suchung von Dreizler ', im folgenden mit (1) be-
zeichnet, werden in dieser Arbeit weitere Uber-
legungen zu einem Molekiilmodell mitgeteilt, das

gefunden wurden. auf einer

neben dem internen Freiheitsgrad der Torsion einen
weiteren Schwingungsfreiheitsgrad besitzt.

A. Theorie zum Molekiilmodell

Klassische kinetische Energie

Das Modell setzt sich zusammen aus einem Rumpf
(frame) und einem dazu behindert drehbaren Rotor
(top), dessen Drehlage bezliglich des Rumpfes durch
den Torsionswinkel o, definiert fir die Gleichge-
wichtslage der Schwingung, gegeben ist. Die Schwin-
gung wird durch eine interne Verrtuckungskoor-
dinate ¢ — etwa eine dabei erfolgte Anderung eines
Bindungswinkels vom Gleichgewichtszustand — be-
schrieben (vgl. Abb. 1). Fir die Anwendbarkeit des
Modells werden, analog zu (I), die Einschrinkun-
gen gemacht, dal} der Rotor mindestens C;-Symme-
trie um seine interne Rotationsachse besitzt und
dessen Konfiguration bei der Schwingung erhalten
bleibt. Die Lage der Atome des Rumpfs und des
Rotors — représentiert durch Massenpunkte mit
den Massen m; und m; sei beztiglich des Schwer-
punktes (CMM) des Molekiils beschrieben durch die
Vektoren (vgl. Abb. 1)

ri=r’+r/(q), (1)

ri=1") + 7/ (2q) (2)
=0"+0"(2) +0'(q) + 0, (a,q)
=eo(q) +0i(2,q).

Rumpf:
Rotor:
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Abb. 1. Molekiilmodell und Definition der Ortsvektoren fiir
Rumpf- und Rotoratome (ausgelenkte Schwingungslage ge-
strichelt). CMM: Schwerpunkt des Gesamtmolekiils, CMT:

Schwerpunkt des Rotors. Indizes: © Gleichgewichtslage,

" Verrlickungsvektoren, ; Rumpfatome, j; Rotoratome.
Soweit Rumpf- und Rotoratome im folgenden nicht
getrennt behandelt werden, sind die Ortsvektoren
gemeinsam mit 7, gekennzeichnet. % und r;° be-
zeichnen die Ortsvektoren fiir die Gleichgewichtslage
g =0 der Schwingung *. Die Komponenten der Ver-
riickungsvektoren 7 und r;" sind im allgemeinen
nichtlineare Funktionen der zeitabhdngigen internen
Verriickungskoordinate ¢ und sind von der speziel-
len Schwingungsform abhéngig. Die Einschriankung
kleiner Schwingungsamplituden — und damit linea-
ren Auslenkungen —, wie sie in (I) vorgeschlagen
wurde, erweist sich bei der Behandlung dieses Mo-
dells als nicht erforderlich. Die folgenden Betrach-
tungen sind notwendig, da diese Erweiterung zu zu-
sitzlichen Termen im Hamilton-Operator fihrt und
weitere Uberlegungen zur Definition eines molekiil-
orientierten Koordinatensystems erfordert.

Zur expliziten Formulierung der kinetischen Ener-
gie ist es notwendig, ein molekiilbezogenes kartesi-
sches Koordinatensystem (xy z) zu definieren, des-
sen Rotation beziiglich des Raumes (X Y Z) mit der
* Der Ortsvektor i eines Rotoratoms ldfit sich zerlegen in

einen Vektor p vom Molekiilschwerpunkt zum Rotorschwer-

punkt und einem Vektor o, vom Rotorschwerpunkt zum
Atom j.
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Winkelgeschwindigkeit @’ = (v, , w,, ©.) beschrie-
ben werden kann. Die zeitliche Anderung der Kom-
ponenten der Ortsvektoren (1), (2) beziiglich des
Raumes laft sich dann schreiben:
(dr;/dt) xy7) = @ < r; + (dr;/dt) (ryn
=<1+ (dr;/dq) ¢, (3)

(dr;/de) (xyz) = @ x 1 -+ (dr;/dt) (0 (4)

=wxr;+kaxe;+(3r;/9q)q.
k ist ein Einheitsvektor in Richtung der momenta-
nen Torsionsachse. Die Vektoren sind in ihren Kom-
ponenten, soweit nicht anders gekennzeichnet, auf
das x y z-System zu beziehen.

Die Translation ist durch die Schwerpunktsbedin-
gung (I.7) in (3), (4) bereits absepariert. Der
Molekiilschwerpunkt fillt dann stets mit dem Ur-
sprung des molekiilbezogenen Koordinatensystems
zusammen, dessen Orientierung im Molekiil durch
drei weitere Bedingungen festgelegt werden muf.
um eine Rotation eindeutig definieren zu konnen.
Diese Bedingungen beeinflussen die Koeffizienten
im Ausdruck fiir die kinetische Energie und konnen
verschieden gewihlt werden. Eine Diskussion unter-
schiedlicher Achsensysteme und deren Transforma-
tion ineinander erfolgt an spiterer Stelle.

Die folgenden Betrachtungen basieren auf solchen
Achsensystemen, deren relative Orientierung zum
Rumpf unabhingig vom Torsionswinkel o definiert
ist was sich in der Schreibweise 1/’ (¢), 0" (¢) in (1).
(2) ausdriickt. Eine Untersuchung der a-Unabhiin-
gigkeit des frame-Anteils der Koeffizienten im Aus-
druck fiir die kinetische Energie ertibrigt sich daher
im folgenden.

Bei sonst allgemeinster Achsenlage im Molekiil ist
die kinetische Energie T mit (3), (4) ohne Trans-
lationsenergie:

2 T= Enz;((lri//(lt) ?f\)'z‘ + E mj((]rj/dl) .,_)‘\)/,,- (5)
1

2

2T = ;rn;(wxr,-)2+ h,\’:_‘rn,-(wxrj)2 (5a)
+ ém,(lgi/a])? (5b)

+ l;mi((lri/(]‘])2lf+ ;”li(arz‘/aQ)"’"f
+2 }:m,-(wxrj)-(arj/aq)i] o
+2;§m,»(w><r,~)-(dr,~/dq) q (5d)
+2;m,<(w><r,-)'(kd><aj) (5€)
- (51

42 Em,(ka/\ G,)(ar]/aq) q.
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Der Teil (5a) der kinetischen Energie kann als
kinetische Energie der Gesamtrotation des Molekiils
interpretiert werden. Mit Einfithrung des Trigheits-
tensors I™ fiir die Rotation des Molekiils

1;5/’ (q) = %m,l.(r,ﬁ Ogg’ — &k g,l,‘) ;& g, e{r,y 3}
(6)
lalt sich (5 a) tensoriell schreiben:
Smp(wx1:)2= 0 few, (5a’)
P

Die Komponenten von I® (6) sind auf Grund von
(1), (2) abhiingig von der Schwingungskoordinate
g. Die Unabhingigkeit des Rotoranteils vom Tor-
sionswinkel a beruht auf dessen Cj;-Symmetrie. Das
Tragheitsellipsoid des Rotors ist rotationssymme-
trisch um seine Symmetrieachse.

Der kinetische Anteil der internen Rotation (5b)
ist
(5b)

>mikaxo;)?= \ﬁ‘nzjo‘i',?r‘_ a?=1, a2
j j
o, ist der zur internen Rotationsachse, d. h. zu k
senkrechte Anteil von ;. Das torsionswinkelunab-
hingige Trigheitsmoment I, des Rotors um seine
Symmetrieachse ist wegen der Erhaltung von dessen
Konfiguration bei der Schwingung unabhéngig von g¢.
Die kinetische Energie fiir die Schwingung (5 ¢)
Sm@nBee-ctgE (G
ist im Rotoranteil (k= j) unabhingig vom Torsions-
winkel a. Zum Beweis wird vereinfachend angenom-
men, daf} der Rotor sich nur aus drei — auf Grund
der C;-Symmetrie gleichartigen Atomen, wie etwa
den drei H-Atomen einer Methylgruppe, zusammen-
setzt. Dann ist

=

, : =
|o;|=|0j1|=0; mj=m. (7)

Eine solche Vereinfachung ist ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit stets moglich, da sich aus einem
C,-symmetrischen Rotor stets Tripel aus gleichartigen
Atomen zusammenfassen und getrennt behandeln
lassen. Da der Rotor bei der Schwingung als Gan-
zes bewegt wird, gilt weiter:

0% = (ajo) : )
d. h. 62=(0,"+06/)2= (09
damit 260-0/ +0;2=0. (8)

Leitet man (8) nach ¢ ab, erhilt man
0‘10(30‘//8q) + O']’(ao‘J'/aq) :0,
0;(30;'/3q) =0,

d. h. (SG]//aq) = (ao’j/aq) L 61' @ (9)
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Eine infinitesimale Anderung von G;, nimlich
(10‘]-: (80,/8q) dq

allein auf Grund der Schwingung (dz-0) steht
senkrecht auf o;. Das Resultat der Schwingung fiir
den Rotor ist eine Kippung um eine durch den
Rotorschwerpunkt gehende Achse. Man kann also
ersetzen

30,-/8(1:(3/3/:0‘,-, (10)

wobei 0f ein — von ¢ abhingiger — Drehwinkel
um eine Achse durch den Rotorschwerpunkt ist.
Die Schwingungsenergie fiir den Rotor ist nun
mit (2)
>m;(Sr;/9g)2 *= > my[ (de/dg)?
i i
+2(do/dg) - (3¢;/3¢) + (30,/3¢)%] ¢*. (11)

Der erste Summand in (11) ist laut Definition von o
unabhingig von a, der zweite verschwindet wegen
der Schwerpunktbedingung fiir den Rotor:

Y —0-
m;o;=0;

]

>m;(30;/3q) =0. (12)
i

Der dritte Summand 1dft sich unter Verwendung
von (7) und (10) umformen zu

2m;(30/0g)* g* = m > (0B < 0))* (11’
g 4
=m2 [0p%02— (6B 0))%] ¢*.
i

Zerlegt man weiter of in die Komponenten op
parallel und 0f | senkrecht zur Richtung der inter-
nen Rotationsachse (k)

O =0B+0BL: 0B Lop.

und ist 7 der (a-abhingige) Winkel zwischen 0f |
und o, dann ist bei C;-Symmetrie des Rotors:

m E [0B2 02— (0f-0;)2]
]

=3ma?[0f2— L1 0B12(cos® 1 +cos> (1 +27/3)
+ cos?(t+4 7/3))] (117)
=1,(0B2+10B.3).

Damit ist auf Grund der a-Unabhingigkeit von
(117) gezeigt: Der Rotoranteil der kinetischen Ener-
gie auf Grund der Schwingung ist bei Cy-Symmetrie
des Rotors unabhiéngig vom Torsionswinkel.

(5¢) von der

Schwingungskoordinate ¢ ist jedoch nur fir lineare

(13)

Die Unabhingigkeit von G7!

Verriickungen, wie in (I) angenommen, gegeben
~ ~ v . . . .
(S1,/3q unabhingig von g¢). Dies wird bei der
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spiteren Formulierung des Hamilton-Operators von
Bedeutung sein.

Die kinetische Kopplung von Gesamtrotation und
Schwingung ist durch (5 d) gegeben:

2 > my(@x 1) - (A1/3q) ¢
2
=2 Z my (1 < ar;,/aq) *w q
2
:,-.QZHgo)gzj; (5d")
g
H,= l;mk(r,,. X Or./3q) s 8=2,9,2.
Die Unabhingigkeit des Rotoranteils (k=j) von
(5d") vom Torsionswinkel o 1iBt sich analog den
Uberlegungen zur kinetischen Energie der Schwin-

gung zeigen. Es ist bei C3-Symmetrie des Rotors mit

(7), (10), (12):
ZZm,-(rjxarj/aq) (Dq
i
=2[3m(exde/dg) +I.(6f1+ %)]-wgq.

Die kinetische Kopplung von Gesamtrotation und

(14)

interner Rotation (5e) lafit sich mit (12) und
k L 6; umformen:
25 mij(wxr) - (kaxo;) =21,(w-k)a
i
(5¢)

=21, Dl wz
9

mit k= (4,,7,,2.); 7, Richtungskosinus zwischen
interner Rotationsachse und molekiilbezogener g-
Achse.

Der Kopplungskoeffizient von (5¢") — 2,1, —
ist unabhéngig von o, hiingt jedoch im allgemeinen
iiber die Richtungskosinusse von der Schwingungs-
koordinate g ab.

Der letzte Term (5f) im Ausdruck fiir die kine-
tische Energie stellt die kinetische Kopplung von
interner Rotation und Schwingung dar. Fiir C3-Sym-
metrie des Rotors ist mit (7), (10), (12) und
kLlo;

2 jij(kd x 0;)-(3r;/3q)q
=21, k-0B1aqg=2Saq (51)

mit einem iiber K und 0f) von ¢ abhiingigen und
wegen konstantem /, von o unabhingigem Kopp-
lungskoeffizienten S.

Fithrt man den verallgemeinerten Geschwindig-
keitsvektor

Q= (g, Wy, Wz, da Q) (15)
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ein, so erhdlt man die kinetische Energie, die dem
verwendeten Modell zukommt, in tensorieller Form

=1 QTR (16)
mit dem verallgemeinerten Trigheitstensor
Irz(q)  Iley(q) Irz(q) 72(q) Ia Hz(q)
Iey(@) Ly (@) 1yz(9) Zy(q) In Hy(q)

I= Ir2(q)  1y2(q) qlzz(q) Az(q) 1. H:(q) (17)

42(q) Ia 4y (q) Iy 22(q) Ia Iy
H. (q)

S(q)
Hy(q) S(g) G~ '(q)

Die Komponenten von I héngen von der Orien-
tierung des kartesischen Schwerpunktsystems (z v z)

Hz(q)

im Molekdil ab.

Diese Orientierung war in den vorangegangenen
Betrachtungen zum Nachweis der a-Unabhiingigkeit
der Komponenten von I als unabhiingig von der
Drehlage des Rotors zum Rumpf vorausgesetzt. Eine
torsionswinkelabhidngige Definition des molekiilbe-
zogenen Koordinatensystems, welche die kinetischen
Kopplungsterme 7, I, zwischen interner und duflerer
Rotation zum Verschwinden bringt, ist vorteilhaft,
wenn das Tragheitsmoment des Rotors in der Gro-
fenordnung mit den Haupttragheitsmomenten des
Molekiils vergleichbar ist. Bei allgemeinster Achsen-
lage des Rotors im Molekiil ist diese IAM-Metho-
de ! 2 (Internal Axis Method) in ihrer Anwendung
schwieriger. Die vorliegende Untersuchung be-
schriankt sich auf vom Torsionswinkel unabhingig
definierte Koordinatensysteme, was sich der im
RF-RT-Modell verwendeten PAM-Methode 2 (Pri-
cipal Axis Method) anlehnt. Die Orientierung solcher
Koordinatensysteme im Molekiil wird jedoch im all-
gemeinen von der Schwingungskoordinate ¢ abhin-
gen.

Es liegt nun nahe, speziell solche Systeme zu be-
trachten, fiir die einzelne Komponenten von I iden-
tisch verschwinden. Hierfiir werden zwei Fille be-

handelt:

(a) momentanes Hauptachsensystem,

(b) ..schwingungsdrehimpulsfreies® Achsensystem.
(a) Das momentane Hauptachsensystem ist neben

der Schwerpunktsbedingung (1.7) durch die drei

weiteren Bedingungen

lyg = — %m;{g/\-g/‘»'z();g, g €{z,y.2};5+8 (18)
festgelegt.

Damit verschwinden die Auflerdiagonalglieder im
Triigheitstensor I? fiir die Rotation (6). Die drei
Achsen eines so bestimmten Koordinatensystems
sind dann die Hauptachsen von I® und hingen in
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ihrer Orientierung im Molekiil von der Schwingung  torbeziehungen (20) invariant 1at. Im allgemeinen
ab, da die Beziehungen (18) Funktionen der g-ab-  wihlt man ein ,,Eckartsystem®, das im Schwingungs-
hingigen Kernkoordinaten sind. Um diese Achsen gleichgewicht ¢ =0 Hauptachsensystem ist. Mit (20)
jedoch eindeutig definieren zu konnen, muf} der verschwinden die Corioliskopplungskoeffizienten H,
Trigheitstensor wihrend der Schwingung stets nicht  im verallgemeinerten Trigheitstensor (17) und da-
entartet sein®. Dann ist (18) auch fiir mehrere mit explizit die kinetische Kopplung von Schwingung
Schwingungsfreiheitsgrade zur Festlegung des mo- und &uflerer Rotation, die implizit noch in der ¢-Ab-
mentanen Hauptachsensystems anwendbar. héngigkeit der Trdgheitsmomente I, bestehen
(b) Wihrend das momentane Hauptachsensystem  bleibt.

nur auf Grund der Molekiilgeometrie festlegbar ist,
geht in die Definition des ,,schwingungsdrehimpuls-
freien” Achsensystems eine dynamische Grofle, der
Drehimpuls auf Grund der Schwingung, ein.

Zur expliziten Berechnung der Koeffizienten des
verallgemeinerten Trigheitstensors im , Eckartsy-
stem* ist es notwendig, die Drehung zu bestimmen,
die das momentane Hauptachsensystem ins ,,Eckart-
Der Schwingungsdrehimpuls ist (da=0) : system® Uberfiihrt. Ferner wird von theoretischem
S g (P ) = 5 mys (1  914/3q) g (19) Interes?e der.Nach‘wei.s der Kanoniz'itéit dieser Tran.s-
% 7 formation sein, wie sie der Formalismus der Hamil-

unabhingig vom Torsionswinkel a (5 d), (14). tonschen Mechanik erfordert.

Die drei Bedingungen Die schwingungskoordinatenabhingige Drehung
aus dem momentanen Hauptachsensystem (Z, 7,%) in
das ,,Eckartsystem* (z, v, z)~léiBt sich durch die drei
Eulerschen Winkel 18 g;z(q), ?(q), 7(q) beschreiben.
Der verallgemeinerte Geschwindigkeitsvektor im
. Eckartsystem® 2= (v,, w,, ©,, 4, §) geht durch
eine lineare Transformation aus dem Geschwindig-
keitsvektor £ = (@, , &, , ®,, & ¢) im momenta-
nen Hauptachsensystem hervor:

H,= > my(ryx3r:/3q);=0; g=z,y,z (20)
k

orientieren ein zy z-System im Molekiil, in dem
der Schwingungsdrehimpuls verschwindet. Dieses
,,schwingungsdrehimpulsfreie“ Achsensystem sei in
Anlehnung an (I) und die bei mehreren Schwin-
gungsfreiheitsgraden iibliche Koordinatenachsenfest-

legung durch die Eckartbedingung %17 (s. Teil B)

im folgenden kurz mit ,,Eckartsystem® bezeichnet. R-S-Q (21)
Die relative, von g abhiangige Drehlage des 0
»Eckartsystems® ist beziiglich des momentanen A 0O R
Hauptachsensystems nur bis auf eine konstante, von mit S= 000 (1) 0
¢ unabhingige Drehung bestimmt, welche die Vek- 0000 1
Dabei ist
cos (; cos Z—sin (; cos ¥ sin ; sin q; cos Z—i—cos q; cos ¥ sin E sin ¢ sin ;
A= —cos(;sin i—sin&cosﬂcosz —sin(;?sin ;?-I—cosqvcosz?cosx sin & cos x (22)
sin ;9 sin ¢ —cos @ sin & cos ¥

die Matrix der Richtungskosinusse zwischen beiden Die internen Koordinaten o, ¢ und damit auch die

Systemen und internen Geschwindigkeiten d, ¢ sind unabhingig
R_V (d3/d 93) Vvon der Wahl des molekiilbezogenen Koordinaten-

. (defda) (23) systems. Bei eingefrorener Schwingung (¢ = 0) trans-
mit formieren sich die w, erwartungsgemill mit der
d¢ do a9 dy Matrix der Richtungskosinusse. Bei Berticksichtigung

R'= (R;, Ry, R.); i = (dq ' dg ' dé ) der Schwingung ergibt sich fiir die Komponenten

- . - w, (g=2,y,z) im ,Eckartsystem® iiber (23) ein
sin ¢ sin 1 cosy 0 zusiitzlicher, zu ¢ proportionaler Anteil. Die Ablei-

V={sindcosy —siny 0 tung dieser Beziehung ist im Anhang ausgefiihrt.
cos 0 1 Die ,Torsionswinkelgeschwindigkeit“ a hingegen
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triigt zu den ®, nichts bei, da die Drehtransforma-
tion nicht vom Torsionswinkel abhingt.

Mit der Drehinvarianz der kinetischen Energie
und (21) ist:

2T-QIQ=2'SISQ=Q1Q
damit STIS-T1 bzw. ST1IS'-1.

(24)
(25 a,b)

Bei bekannten verallgemeinertem Trigheitstensor 1
im momentanen Hauptachsensystem lassen sich dann
Beziehungen fiir die gesuchten Eulerschen Winkel
¢, . 7, welche die Transformation vermitteln, an-
geben, wenn man das im ,Eckartsystem™ geforderte
Verschwinden der Corioliskopplungskoeffizienten
H,(20) ausnutzt. Die sich damit ergebenden Rela-
tionen finden sich im Anhang.
Im nichsten Schritt wird zu den verallgemeiner-
ten Impulsen iibergegangen:
(26)

P?::(PI,PJ/,Pz’pu7p’l) '
= (3T/3w,, 3T/3w, ,8T[3w,, 3T/34, 3T/3q).
Mit (16) ist

P-1Q (27)
und fiir die kinetische Energie
T=31PI'P. (28)

Die Inversion des Trigheitstensors (17) bei allge-
meinster Orientierung des molekiilbezogenen Koor-
dinatensystems ist mithsam. In der Praxis wird man
sich auf spezielle Systeme beschriinken. I'iir ein all-
gemeinstes Eckartsystem ist die Inversion in (I) aus-
gefiihrt. Hier seien nur die Komponenten des inver-
sen Tragheitstensors fiir den speziellen Fall angege-
ben. in dem das Molekil eine Symmetrieebene (hier
y z-Ebene) besitzt, und die Symmetrie bei der
Schwingung erhalten bleibt. Aus Symmetriegriinden
ist im Tensor (17) dann

IJ,//:O; L= 03 ;‘I: O;H?/:(); H,=0; §=0.
(29)
Fiir eine beliebige, g-abhéngige Lage der 7 z-Achsen

in der Symmetrieebene ergibt sich dann fiir den ver-
allgemeinerten inversen Trigheitstensor

2C 0 0 0 L,
0 2B 2D, —20, 0
I-t—| 0 2Dy 24 —20:90 (30)
0 —2Q, —2Q. 2F 0
L, 0 0 0 M

Mit
A =(ly—~AlL)[2rA=D,f2A4+2F, r Q2 (31 a)
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B =(.—721)2rA=1./24+21,r0Q2.(31b)

C =G"127T, (31¢)
D,.— —(I,.—i,2.1)[2r4
=—1,24+21,7rQ,0., (31d)
Q= (Ayl.—2.1.)[2r4, (31e)
0, = Udpy—2,12rd, (311)
F = 1/2r1, (31g)
M = I,T, (31h)
L, = —H,JI', (311)
ro=1-1,(321,.—27,31,,+221,)/4, (31j)
A = 1,1..-1,2, (31k)
I' = 1,,G'-H}2. (311)

Der Vorteil der Wahl des ,,Eckartsystems™ (H,=0)
fur die expliziten Rechnungen liegt im Verschwinden
der Komponente L, (311), wihrend diese im mo-
mentanen Hauptachsensystem (/,.=0) zu bertick-
sichtigen bleibt. Bei der numerischen Behandlung
des Problems wurde jedoch von einer Approxima-
tion zur Definition des . Eckartsystems™ ausgegan-
gen (s. Teil B), so dal} auch dann L, nicht exakt
verschwindet und im weiteren deshalb von dem
gegeniiber (1.20) erweiterten inversen Tragheitsten-
sor (30) ausgegangen wird.

Alle Grolen (31 a—k) sind schwingungsabhin-
¢ig und lassen sich nach Potenzen von ¢ entwickeln.
Bei nicht zu grofler Schwingungsamplitude wird man
diese Entwicklung nach dem zweiten Glied abbre-
chen konnen. Es ist dann

X=X'+X"q+X" ¢? (32)
mit X symbolisch fir 4. B, C. D,.. Q,, Q,, F, M

und L,. Die Entwicklung (32) stimmt formal mit
(I.37) tberein, hat jedoch nur fur die Koeffizienten
bis zur ersten Ordnung den gleichen numerischen
Wert. Fir die Koeffizienten zweiter und hcherer
Ordnung ergeben sich wegen der hier beriicksichtig-
ten Nichtlinearitiat der Schwingungsauslenkungen
andere Werte. Zusitzlich ist hier M und L, g-ab-
hingig.

An dieser Stelle ist es auch wichtig zu untersu-
chen, ob die Transformation (23), die das momen-
tane Hauptachsensystem ins ,Eckartsystem® iiber-
fihrt, kanonisch ist, was in der Quantenmechanik
einer unitiren Transformation entspricht. Dieser
Gesichtspunkt ist im Hinblick auf die folgenden
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quantenmechanischen Formulierungen wichtiger als
— hier auch erreichte — Vereinfachungen im klas-
sischen Energieausdruck. Nichtkanonische Transfor-
mationen wiirden namlich in der Quantenmechanik
zu Komplikationen bei der Berechnung der Matrix-
elemente von Operatoren, die sich aus den Vertau-
schungsrelationen ableiten, fithren. Ein Beispiel er-
gibt sich im Zusammenhang mit der Transformation
von PAM- zum TAM-System beim RF-RT-Modell 2:

Charakterisierend fiir die kanonischen Transfor-
mationen ist die Invarianz der Poissonklammern,
die sich aus Impuls- und Ortskoordinaten bilden las-
sen. Fiir das momentane Hauptachsensystem sind

das:
{P,,P,} =P, (x, ¥, z zyklisch)
{ég,ﬁq}z(), {EJ’I—’(;}:O? E=05%Y
{P;,a}=0; {P,,4q}=0,
{pur by} =0: {@q}=0, (33)

{1311 E a} =0,
{[—)lz ’ Z]} =1,
Zur Ableitung von (33) wird von unabhangigen
Variablen, den Eulerwinkeln fiir die Lage des mo-

mentanen Hauptachsensystems beziiglich des Raumes
und ihren kanonisch konjugierten Impulsen ausge-

= = 0
Pa > (]} =0;
{[_)a ] &} eSS ]-v

gangen. Ferner ist der Zusammenhang zwischen den
Komponenten des Gesamtdrehimpulses in Richtung
der rotierenden Achsen und den Eulerschen Winkeln
sowie ihren kanonisch konjugierten Impulsen 19 aus-
zunutzen.
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Die Impulse transformieren sich bei der schwin-
gungsabhingigen Transformation vom momentanen
Hauptachsensystem ins ,Eckartsystem™ kontragre-
dient zu den Geschwindigkeiten (21):

P=St1p (34)
/ 0 0\
A 00
mit §t1= 00
000 1 0
~R'AO0 1

Mit (34) ergeben sich unter Ausnutzung spezieller
Eigenschaften der Poissonklammern fir diese im
»Eckartsystem® die zu (33) analogen Ausdriicke,
womit die Kanonizitit der Transformation gezeigt
ist. Fiir die quantenmechanischen Formulierungen
ist es dann unerheblich, welche spezielle Wahl des
Koordinatensystems im Molekiil getroffen wird. In
der Praxis wird man sich bereits in der klassischen
Mechanik auf Systeme beschrdnken — hier das
»Eckartsystem® —, die zu einem moglichst einfachen
Hamilton-Operator fiihren.

Potentielle Energie

Die im potentialfreien Raum im Rahmen der
Born-Oppenheimer-Ndherung allein von den inter-
nen Koordinaten — hier 2 und ¢ — abhingige
potentielle Energie ldfit sich unter Berticksichtigung
der C,-Symmetrie des Rotors nach o und ¢ ent-
wickeln:

Via, @) =V + Vi (a) +kM(a) ¢+ 4@ (a) ¢ +£® (a) ¢®+ kW (a) ¢* + ... (35}

mit ViR®(a) = 3V3(1—cos3a) + 3Vg(l—cos6a) +... +3Vs'sin3a+ 3V sin6a+... (36)

1 oV . - om

k™ (a) = — Frelke o™ + k3™ cos3a + kg™ cosb6a + ... k™ sin3a + k™ sin6a + ... (37!
n! Jg

Zusitzliche Bedingungen erhilt man aus der Forde-
rung, daf} die potentielle Energie fir ¢=0, a=0
Minima besitzen soll:

(AV[3a) 4-0=0; (¥ /[3q),
=0

4

0. (38a,b)

0=
0

I

Ziel des Experiments ist es, aus der Kombination von
mikrowellen- und infrarotspektroskopischen Messun-
gen die Potentialkoeffizienten in (35) zu bestimmen.
In den meisten Fillen wird die experimentelle Infor-
mation allerdings nicht ausreichen, um alle Koeffi-
zienten ermitteln zu konnen. Bei Annahme einer

raschen Konvergenz der Sinusreihe in (36) kanun
man V" und hihere Potentialkoeffizienten vernach-
ldssicen. Wegen (38 a) verschwindet auch V3" und
die potentielle Energie der internen Rotation im
Schwingungsgleichgewicht reduziert sich auf eine
reine Kosinusreihe, die ebenfalls unter der Annah-
me einer Konvergenz, hier nach dem sechszihligen
Term, abgebrochen wird. Betrachtet man weiter die
in den £ (2) manifestierte potentielle Kopplung
von Torsion und Vibration, die die Anderung des
Hinderungspotentials mit der Schwingung beschrei-
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ben, als klein und beschriinkt sich in deren Entwick- amplituden nur Kraftkonstanten bis zur vierten Ord-
lung nach a auf den dreizihligen Term, und beriick- nung zum Potential beitragen sollen, erhilt man
sichtigt ferner, daf} im Grenzfall kleiner Torsions- unter Ausnutzung von (38b) (V;=0):

V(a,q) = 3V5(1—cos3a) + $Ve(1—cosb6a) + 3kogq?+ 3ksgq®+ Thegq+
+ (Vs q+Vs'"q?) (1—cos3a) +(Vss g+ Vs ¢*+ Vs ¢°) sin3 a (39)

mit bng=2 (ko™ + k™), Vo' = —ks®; V' = —k3®, Vg =k V3" =ks®'5 Vg = ks®’

Fiir den speziellen — im weiteren ausschlieBlich behandelten — Fall, in dem das Molekiil eine Symmetrie-
ebene mit totalsymmetrischer Schwingung besitzt, reduziert sich (39) aus Symmetriegriinden weiter:

V(a,q) = 3V3(1—cos3a) + 3Ve(1—cos6a) + 3kagq®+ 3ksqq®+ 2higqt

+ (V3. g+Vs' g% (1 —cos3a). (40)
Hamilton-Operator trisch ist. Der allgemeinere Fall beliebiger Achsen-
lage wird z. Zt. bearbeitet °.
Die Formulierung des Hamilton-Operators nach Mit der Struktur (30) des inversen Trigheits-

Podolsky 2% ist hier nur fiir den speziellen Fall aus- tensors und der potentiellen Energie (40) ergibt
gefithrt, daf} das Molekil eine Symmetriebene be-  sich unter Beachtung der nun g-abhingigen Kompo-
sitzt, beziiglich derer die Schwingung totalsymme- nente M und dem zusitzlichen Kopplungsterm L,
mit (1.31) und den Entwicklungen (32):

H=(3 (B'+C% + 3 (B +C') q+ 3 (B"+C") ¢») P? (41 a)
+[(A°— 3 (B°+C"))+ (4 — 3 (B +C))g+(4"— 3 (B"+C")) g*1 P2 (41b)
+(3(B°-C% + ¥ (B'-C') g+ % (B"-C") ¢°) (P,2—P.?) (41 ¢)
+(D,.°+D,." q+D,." ¢*) (P,P,+P.P,) (41 d)
—2(Q,°+Q, 9+0,” ¢®) p. Py (41 e)
-2(Q:"+Q. ¢+ Q." ¢*) paP- (41 1)
+ (L2 + L, q+L;" ¢°) pg Pr+ ${pqL:} P; (41g)
+(FO+F q+F" @) p2+ 3 Vs(1—cos3a)+ % Vg(l—cos6a) (41 h)
+M°p2+ 3 ks gt (411)
+ 1 (gp +ps° ) + M (¢° p* +ps° ¢°) (41])
+W g+ W' ¢+ Sksgq®+ Tk, gt (41 k)
+Vs3 q(1—cos3a) + 3Vs q?(1 —cos 3 a) (411

mit P:=P2 P2t P2 {p,L.}=(hfi) (L, +2L, " g4+8L," ¢®.

L,” ist der Entwicklungskoeffizient 3. Ordnung in (32), d. h. p, wirkt in der geschweiften Klammer (41 h)
nur auf den Klammerinhalt. W7’ und W sind die Entwicklungskoeffizienten erster und zweiter Ordnung in
q der allein von ¢ abhiingenden Terme in

H55 _ jl_f (g—’/t Py g’/a) g55 (g’/‘ Pa g—’/a) (42)
=1 (g% p?+p2 &%) — 1 {p28} — (1/85) ({p2&%} {p.g} +8&°{p 8} — (3/48) &°{p,£}?),
g=detl; g*=M(q).
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In formaler Schreibweise, als Summe von Teilopera-
toren, ist:

H=Hps+Hps +Hyr + Hy +Hpr + Hy + HyY'

+ Hyy + Hyy + Hyyy (43)

mit

Hys g-unabhingiger Teil von (41 a, b), Ope-
rator eines starren symmetrischen Krei-
sels;

Hp g-unabhingiger Teil von (41 c¢) ;

Hygy + Hgs Operator eines starren asymmetrischen
Kreisels;

Hypy g-unabhangiger Teil von (41d)

Hy g-unabhingiger Teil von (41 h), Opera-
tor eines behinderten internen Rotators;

Hyp g-unabhingiger Teil von (41 e, f) ;

Hys+ Hpy+Hggr +Hyp + Hyr Operator fir das Mo-

dell ohne Schwingungsfreiheitsgrade
(RF-RT-Modell) ;

H (411) Operator eines harmonischen Os-
zillators;

HY (413,k)5

Hyv g-abhingiger Teil von (41 a—d), sowie
(41g);

Hyy g-abhingiger Teil von (41h), (41e);

Hyov g-abhingiger Teil von (41e, ).

Das RF-RT-Modell ist um die Operatoren fiir die
Schwingung (Hy, Hy') und die Wechselwirkungs-
operatoren zwischen Schwingung, Rotation und Tor-
sion (Hgy, Hyr, Hpry) erweitert.

Das aus den Eigenwerten des Hamilton-Operators
resultierende Energietermschema wird sich mit den
gemessenen Spektren vergleichen lassen. Die nume-
rische Behandlung dieses Problems ist in Teil B be-
sprochen. Beziiglich der Symmetrie des obigen Hamil-
ton-Operators ergeben sich gegeniiber dem RF-RT-
Modell keine neuen Gesichtspunkte, da die Spiege-
lung an der Symmetrieebene die Schwingungskoor-
dinate ¢ invariant ldfit. Die Invarianzgruppe des
Hamilton-Operators (41) ist isomorph zu dem di-
rekten Produkt SO(3) x D; der dreidimensionalen
Drehgruppe SO (3) und der Punktgruppe Dy . Eigen-
werte und Eigenfunktionen von H lassen sich nach
den Quantenzahlen J und M des Gesamtdrehimpulses
und seiner Komponente in raumfester Z-Richtung,
sowie den irreduziblen Darstellungen A;, A, und E

von Dy klassifizieren. Die beziiglich SO (3) x Dy fiir
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den Rotations-Torsionsanteil von H-symmetrisier-
ten Funktionsbasen sind an anderer Stelle aufge-
fithrt 2 21,

Fir eine in raumfester Z-Richtung linear polari-
sierte Mikrowelle ergeben sich die Auswahlregeln:

J<«—J,J£1(0<—0)
A < A,

(44)

Anhang zu A

Zur Transformation vom momentanen Hauptachsen-
system ins ,Eckartsystem™

Ein moglicher Weg, die Komponenten der Trans-
formation S(21) zwischen den Geschwindigkeits-
vektoren in beiden Systemen zu ermitteln, wire eine
Formulierung tiber die Eulerschen Winkel, welche
die Lage beider molekiilbezogener Koordinatensyste-
me beziiglich eines raumfesten Systems beschreiben.
Die Euler-Winkel ¢, ¢, y fir das ,,Eckartsystem*
sind dann Funktionen der Eulerwinkel @, i, 7 fir
das momentane Hauptachsensystem und der g-ab-
hingigen Eulerwinkel @, ¥, 7. die beide Systeme
ineinander iberfiithren:

7(@),%(q),7(q),
7(9), 9(q), 2(9))
P(q), 9(q). 1(q)) .

Differenziert man die Funktionen (45) nach der
Zeit, erhdlt man Beziehungen zwischen den Euler-
geschwindigkeiten in beiden Systemen und damit
auch die gesuchte Transformation S(21) zwischen
den Komponenten der Winkelgeschwindigkeit, da
diese sich durch eine lineare Transformation zu den
Eulergeschwindigkeiten bestimmen lassen 2. Ein sol-
ches Vorgehen ist mit vertretbharem Aufwand jedoch
nur dann moglich, wenn die Drehung nur um eine
korperfeste Achse erfolgt. Dies findet beispielsweise
Anwendung in der Formulierung der IAM-Methode
beim RF-RT-Modell 2. Der Ubergang zu einer allge-
meinen Drehung kompliziert das Verfahren sehr, da
sich dann keine einfachen funktionalen Abhingig-
keiten (45) mehr angeben lassen. Es ist deshalb
zweckmillig, eine Ubersichtlichere Darstellung zu
wihlen, die sich bei Verwendung von den Cayley-
Kleinschen Parametern 2% 2* ergibt. Diese sind dic
abhingigen komplexen Zahlen a, f, y, d, die sich
aus den Eulerwinkeln ableiten:

(P =@ ((7)’—7)5 7_.7
& =95, 9,7% (45)

x=7(%9,7,
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a=exp (i(@+yx)/2)cos(D/2),
/’7 =iexp (i(p— Z)/:Z)sin(l,‘)/Q).
=iexp(—i(p—y)/2)sin( 1’)/
rS—fe\p(—z(ffJ~ )/2) cos(1/2)
und deren Anderungsgeschwindigkeiten mit den
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit tiber fol-
gende Beziechung zusammenhingen

(46)

onmi(BS—0p—aj 74,

wy,=(0—-0f+ay—ya), (47)
w,=2i(ad—yp)

mit der Umkehrtransformation
P 1, (i w,+ o), )/f}+ Fiwso;
f=3w,—mw,) a—tio, ﬁ
,—_ } (fo+my,) 0+ 3im,) (48)
0= F (lwy—wy) y—2iw, (5 .

Die zu (45) fir die Cayley-Kleinschen Parameter
a, ff. 7. 0 im ,Eckartsystem® dquivalente Beziehung
ist eine zweigliedrige bilineare Verbindung der Cay-
ley-Kleinschen Parameter a, 4,7 0 fiir die Lage
des momentanen Hauptachsensystems im Raum und
der 3(q), f(q), 7(q)
»Eckartsystem®

(;(q) fir die Drehung ins

(49)

Durch Bildung der zeitlichen Ableitung der Bezie-
hungen (49) ergibt sich unter Ausnutzung der Be-
ziehungen (46 —48)
taren Umformungen der
zwischen den Komponenten der Winkelgeschwindig-
keit im momentanen Hauptachsensystem und ..Eckart-
und damit die Transformation 8 (21). Zur
Ermittlung einer Beziehung fir die Eulerschen Dreh-

nach lidngeren, aber elemen-
gesuchte Zusammenhang

system™

winkel zwischen momentanem Hauptachsensystem
und ,,Eckartsystem™ sind in (25) die Bedingungen
(18) fir I und (20) fiir I zu verwenden. Man erhilt
dann mit (21), (22), (23)

dg/dg =V 1A(IY 'H (50)
mit H = (ﬁ, 5 17_,, ,H.) mnach (5d)
explizit
dg ~ H, = , H.
d(g = —sin (/ ctg ¥ ]—‘r:r +cos ¢ clg 1—1/; + 1:;
d"; ;’ Hx s 17}/

= COS 0 — Sin =
dg B - Ly ° (51)

dy sing H, cosgp H,

dg sin® lec sin ¥ i, '
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Eine allgemeine Losung fiir das nichtlineare Diffe-
rentialgleichungssystem (51) lief} sich nicht ange-
ben. Die Eulerwinkel ¢, #, 7 lassen sich jedoch durch
ein Iterationsverfahren numerisch approximieren .
Fir den im weiteren behandelten Spezialfall einres
Molekiils mit Symmetriebene (y z) und totalsymme-
trischer Schwingung reduziert sich die Transforma-
tion auf eine Drehung ¢ um die x-Achse und mit
H,=0; H,=0; ¢=0; Z:()~erhiill man aus (51)
eine Differentialgleichung fiir ¥

dd/dg—H, (q)/1.(q) (52)

mit dem Trigheitsmoment 1__,, und der Corioliskopp-
lungskonstante H, im momentanen Hauptachsen-
system. Der gesuchte Drehwinkel @ ist fiir eine be-
stimmte Schwingungsauslenkung ¢ dann durch

ﬁr ’ ’
( . (q,) )dq
If,r((] )
zu bestimmen, wobei die willkiirliche Festlegung der

unteren iiblicherweise
qo =0 — die Nichteindeutigkeit des ,.Eckartsystems*

P =

—3\a

(53)

D,

o

Integrationsgrenze ¢, -

manifestiert. Die numerische Approximation von

ist in Teil B besprochen.

B. Numerische Behandlung des Molekiilmodells

Der Vergleich der gemessenen Spekiren mit den
auf der Basis des vorgelegten Molekiilmodells be-
rechneten Spektren macht einen erheblichen numeri-
schen Aufwand notwendig, der sich nur durch Zu-
hilfenahme elektronischer Rechenmaschinen bewilti-
gen lidfit.

Ausgehend von den Mikrowellenspektren der nor-
malen und isotopen Formen des Molekils ldfit sich
aus den Rotationskonstanten im Schwingungsgrund-
zustand, die nur wenig von der Wechselwirkung zu
schwingungsangeregten Zustinden beeinflulit wer-
geniherte Molekiilstruktur bestimmen.
Unter Zugrundelegung dieser Struktur lassen sich
die Koeffizienten des kinetischen Anteils des Hamil-
ton-Operators bei bekannter Schwingungsform be-
rechnen. Die numerische Behandlung dieses Pro-
blems ist im folgenden Abschnitt beschrieben. Eine
Vorstellung von der Deformation des Molekiils bei
der betrachteten Schwingung erhilt man aus einer
Normalkoordinatenanalyse des Schwingungsspek-
trums. Die Koeffizienten im potentiellen Anteil des

den, eine
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Hamilton-Operators werden sich partiell aus einem
Vergleich von gemessenen und berechneten Frequen-
zen bestimmen lassen. Der bei der Spektrumanalyse
eingeschlagene Weg ist schematisch in Abb. 2 darge-
stellt.

Die folgenden Betrachtungen zur Ermittlung der
Koeffizienten im kinetischen Anteil des Hamilton-
Operators und dessen weitere Behandlung beschriin-
ken sich auf den Spezialfall eines Molekiils mit Sym-
metrieebene und totalsymmetrischer Schwingung.

Ermittlung der StrukturgroBen

Die im kinetischen Anteil des Hamilton-Operators
(41) auftretenden g-abhingigen Koeffizienten sind
nach Potenzen von ¢ bis zur zweiten Ordnung ent-
wickelt:

Y() =Y'+Y q+Y" ¢? (54)
mit ¥ = 4, B, C, Dy,5 Qus Qs> F, M, L; und W.

Der numerische Wert der Entwicklungskoeffizien-
ten in (54) — im folgenden mit ,,Strukturgrofen®
bezeichnet — hingt von den Atommassen, der Mole-
kiilstruktur, der Schwingungsform und der Defini-
tion des molekiilbezogenen Koordinatensystems ab.
Zur Bestimmung der Strukturgréflen wird hier ein
Verfahren vorgeschlagen, das den Verlauf der Funk-
tionen (54) punktweise berechnet. Die Strukturgro-
flen ergeben sich dann durch Anpassung eines Poly-
noms an diese Punkte.

Fir jede Schwingungsauslenkung lassen sich, aus-
gehend von der dadurch modifizierten Molekiilstruk-
tur und einem beliebigen Schwerpunktsystem, iiber
die Diagonalisierung des Tragheitstensors It (6)
die Komponenten der Ortsvektoren 7 (1) (2) im
momentanen Hauptachsensystem bestimmen. Damit
ergeben sich unmittelbar die Komponenten des ver-
allgemeinerten Tragheitstensors I (17), ausgenom-
men H, (5d") und G™t (5¢), da in deren Defini-
tion die Ableitungen Or;/Qq eingehen. Fiir kleine
Auslenkungen aus der Ruhelage kann man diese
durch den Differenzenquotienten ersetzen:

or/Og =2 (ri(g) —14%)/q - (55)
Die Funktionswerte (54) ergeben sich iiber die Be-
ziehungen (31) und (42).

Will man aber diese Funktionswerte beziiglich des
,,Eckart-System~s“ ermitteln, muf} man die ¢-abhin-
gige Drehung ¥ (53) um die a-Achse bestimmen, die
das momentane Hauptachsensystem ins ,,Eckal't
System® iberfihrt. Eine Naherungslésung fir o
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erhilt man, wenn man die exakte Beziehung (20)
zur Definition des ,,Eckart-Systems® mit (55) durch
die Approximation

2 mp(rdx 1) =0 (56)
k
ersetzt. Die Relation (56) ist die tiblicherweise zur
Festlegung der rotierenden Achsen, auch im Falle
mehrerer Schwingungsfreiheitsgrade, benutzte Eckart-
Bedingung 16: 17,
Mit der Transformation (22), ¢ =0, 7 =0 erhilt
man die Koordinaten im ,,Eckart-System*
Xy = 93/.‘ )
Yr="1ypcos ¥+ sinth, (57)

zp= —ggsin ¥ + z; cos ¥,

v

wobei die Koordinaten im momentanen Hauptachsen-
system durch Querstriche gekennzeichnet sind. Mit
dem Verschwinden der 2-Komponente von (56) er-
hilt man mit (57) den Drehwinkel i/:

z my (ka 5 — :/co .1716)
9 — arctan &
o Y = ol O B
Z}, my (3//;0 Yr T2 Zr)

3

(58)

Fir eine bestimmte Schwingungsauslenkung ¢ las-
sen sich dann die GréBen 1, (q), Or;/Cq nach (55)
und damit die Funktionswerte (54) im ,Eckart-
System* berechnen. Zu beachten ist, daf} wegen der
Niherung (56) die Grofie L, nicht exakt verschwin-
det. Sie wird jedoch fiir kleine Schwingungsauslen-
kungen vernachlissigbar sein. Die Funktionswerte
(54) sind auf eine Schwingungskoordinate ¢ bezo-
gen, fiir welche sich eine interne Verriickungskoordi-
nate nach Decius ??, die sich bei der betrachteten
Schwingung &ndert, setzen lafit. Da sich mit der
Schwingung im allgemeinen auch weitere interne
Verriickungskoordinaten dndern — sie seien mit S;
bezeichnet — mul} deren durch die Schwingungs-
form bestimmte Abhingigkeit von ¢ beriicksichtigt
werden. Bei bekannter Gleichgewichtsstruktur ist die
Molekiilkonfiguration fiir eine bestimmte Schwin-
gungsauslenkung dann {iber die Funktionen S;(q)
allein durch ¢ bestimmt. Die zur Ermittlung der
Schwingungsform bislang iiberwiegend angewandte
Normalkoordinatenanalyse des Schwingungsspek-
trums basiert auf einer linearen Transformation der
internen Verriickungskoordinaten zu den die Schwin-
gungen beschreibenden Normalkoordinaten. Fiir eine
spezielle Normalschwingung lassen sich dann die
internen Verriickungskoordinaten S; als lineare
Funktion von ¢ darstellen.
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Zur punktweisen Berechnung der Funktionen (54)
ist es damit ausreichend, die Schwingungsform durch
die maximale Anderung aller internen Verriickungs-
koordinaten festzulegen. Die die einzelnen Funktions-
werte bestimmenden Auslenkungen sind, ausgehend
von der Gleichgewichtslage ¢=0, zweckmiflig in
dquidistanten Schnitten bis zu einer vorgegebenen
Maximalauslenkung zu variieren. Da die Funktio-
nen (54) nicht notwendigerweise punkt- bzw. spiegel-
symmetrisch zur Gleichgewichtslage sein miissen, ist
es sinnvoll, die Variation von ¢ symmetrisch zu ¢ =0
durchzufithren. Sind die Funktionswerte fiir alle
Auslenkungen berechnet, ergeben sich die Struktur-
groBlen durch Anpassung eines Polynoms nach der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate an die be-
treffenden Punkte.

Behandlung des Hamilton-Operators

Als zentrales numerisches Problem stellt sich die
Ermittlung der Energieeigenwerte des Hamilton-
Operators (41), aus denen sich eines mit den ge-
messenen Frequenzen zu vergleichendes Spektrum
ergibt.

Ausgehend von einem vollstandigen Orthonormal-
system von Basisfunktionen der dynamischen Variab-
len des Systems lafit sich ein geeigneter Ausschnitt
der Energiematrix von H aufstellen und numerisch
diagonalisieren. Fiir hohere Rotationsquantenzahlen
J fithrt dies zu einem bei den bestehenden Rechen-
anlagen nicht vertretbaren numerischen Aufwand,
so dafl Methoden der Storungsrechnung vorzuziehen
sind. Es ist jedoch in beiden Féllen zweckmaBig, die
numerische Ermittlung der Energieeigenwerte durch
geeignete Zerlegung des Hamilton-Operators in Teil-
operatoren zu vereinfachen.

Bei den folgenden Teiloperatoren von H wird stets
auf (43) Bezug genommen. In einem ersten Schritt
lafit sich die Energiematrix von Hr in der Basis der
Eigenfunktionen eines freien Rotators (Vg=V;=0)
mit fester Achse — (1/V2a)exp(ima) (m=0,
+1, £2,...) aufstellen und durch einen geeigne-
ten Ausschnitt der in m unendlichen Matrix —
aullerdiagonal auf Grund des Hinderungspotentials

der internen Rotation (V5, V§) — numerisch diago-
nalisieren. Die Eigenvektoren vermitteln den Uber-
gang zur Eigenbasis von Hr — den Mathieu-Funk-

tionen U,,,(a) in der sich dann die Matrixelemente
der Operatoren p,2, cos 3 o und p,, die in die Wech-
selwirkung zu Schwingung und Rotation eingehen,
berechnen lassen. Die Spezieszugehorigkeit beziiglich
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der Symmetriegruppe D; des Hamilton-Operators
ist durch m = ¢ modulo 3 gegeben?! (6 =0, £1).

Zur weiteren Bearbeitung des Hamilton-Operators
wird in (I) vorgeschlagen, die Matrix des Gesamt-
operators in der Basis der Funktionen U, (a),
Hy,,(q), ¥ igu(®, 9, ) aufzustellen, wobei H,,(q)
und ¥jxyu(p, P, y) Eigenbasen von Hy und Hgs
sind, und durch eine Van Vleck-Transformation mit
anschliefender K-Diagonalisierung einer v, v,-Sub-
matrix zu bearbeiten. Dieser Weg lafit sich durch
Vordiagonalisierung der Energiematrix zum Tor-
sions-Schwingungsproblem allein vereinfachen. Der
in der Basis der Funktionen U,,,(a), H,,(q) aufge-
stellte Teil Hy+ Hvy + Hy' + Hyy der Energiematrix
ist dann diagonal in v,v, auf Grund von Hy und
Hy und auflerdiagonal auf Grund der Matrixele-
mente ¢, ¢, ¢% ¢*, p,% p.2 und cos 3 o in Hy' und
Hpy. Die numerische Diagonalisierung eines Aus-
schnitts der in v, und v, unendlichen Matrix erbringt
Eigenwerte und Eigenvektoren, und damit auch den
Wert der Matrixelemente der Operatoren ¢, ¢%, p..
P29, Paq> und p,, die in den Wechselwirkungs-
operatoren zur Rotation enthalten sind, in der
Eigenbasis @4y, (2, q) des reinen Torsions-Schwin-
gungs-Problems. Bei Vernachldssigbarkeit der Ent-
wicklungskoeffizienten von L, (41 g) in einem durch
(56) genidherten ,Eckartsystem® eriibrigt sich die
Berechnung der Matrixelemente von p, . In der Basis
Dy o0 (2, q) stellen die Zahlen v, v, auf Grund der
Kopplung von interner Rotation und Schwingung
zwar keine guten Quantenzahlen dar, lassen sich
jedoch zur Klassifizierung der Torsions-Vibrations-
zustinde verwenden.

Eine alternative Moglichkeit zur Ermittlung der
Eigenfunktionen fiir das Torsions-Schwingungs-Pro-
blem ist die Diagonalisierung der in der Basis der
Funktionen (1/V2a)exp(im a)-Huv,(q) aufgestell-
ten Energiematrix von Hy + Hy + Hy' + Hyy . Dieses
Vorgehen wird fiir niedere Hinderungspotentiale der
internen Rotation zweckmifig sein.

Im nichsten Schritt wird die Energiematrix des
gesamten Hamilton-Operators in der Basis der Funk-
tionen ¥igar (@, 9, %) * Dyaon (@, q) aufgestellt. Die
in J und o diagonale Energiematrix ist aullerdiago-
nal in K auf Grund der Asymmetrie des Molekiils
(41c), der Rotations-Schwingungswechselwirkung
(41g) und der Rotations-Torsions-Schwingungs-
wechselwirkung (41d), (41e), aulerdiagonal in
v, v, auf Grund der Wechselwirkung der Rotation zu
Torsion und Schwingung (Hgr, Hrv, Hgry). Die
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in der so gewihlten Basis aufgestellte Energiematrix
ist noch nicht vollstandig nach den irreduziblen Dar-
stellungen von Dy faktorisiert. Um eine weitergehen-
de Faktorisierung nach den Spezies A und A, von
D, zu erreichen, sind die Eigenfunktionen des sym-
metrischen Kreisels ¥V jga(p, 9, y) durch die Wang-
Funktionen 26 S; x .y (@, 9, ) zu ersetzen.

Bei der Diagonalisierung eines geeigneten Aus-
schnitts der Energiematrix kann auf die Berechnung
der Eigenvektoren verzichtet werden, solange sich die
Energietermschemata genihert nach dem Schema
eines starren asymmetrischen Kreisels auf den ein-
zelnen aufbauen
und sich diesen damit zuordnen lassen. Entsprechend

Torsions-Schwingungszustinden

lassen sich dann die moglichen Ubergangsfrequenzen
nach den Auswahlregeln eines starren asymmetri-
schen Kreisels berechnen.

Fiir hohere Rotationsquantenzahlen J ist eine
numerische Diagonalisierung der Energiematrix von
H zu aufwendig. Eine geniherte Diagonalisierung
laf3t sich dann durch eine Van-Vleck-Transformation
fiir ein v, v,-Niveau mit anschlieffender K-Diagonali-
sierung erreichen.

Liegt die energetische Differenz einzelner Tor-
sions-Schwingungs-Niveaus in der Groflenordnung
der Rotationsenergiedifferenzen, so ist die Van-
Vleck-Transformation auf die Gesamtheit dieser fast
entarteten Niveaus zu beziehen. Eine erginzende
Betrachtung zur Van-Vleck-Transformation bis zur
2. Ordnung findet sich im Anhang.

Die numerischen Methoden zur Ermittlung der
Eigenwerte des Hamilton-Operators sind zusammen-
fassend in dem Schema in Abb. 3 dargestellt. Mit
den einzelnen hierzu erstellten Programmen lassen
sich die Resultate einer Storungsrechnung mit Van-
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Vleck-Transformation und einer exakten Diagonali-
sierung vergleichen, sowie die einzelnen Programme
selbst austesten. Die fir die numerische Bearbei-
tung der im Rang unendlichen Matrizen zu wihlen-
den endlichen Teilausschnitte sind molekiilspezifisch
und durch die Genauigkeit der Messungen bestimmt.

Anhang zu B

Einige Bemerkungen zur Wahl der S-Matrix
bei der Storungsrechnung zweiter Ordnung
mit Van-Vleck-Transformation

Die Van-Vleck-Transformation 7 ist eine Methode
der Stérungsrechnung fiir entartete und nahe ent-
artete Niveaus. Hierbei wird auf die Matrix des ge-
storten Operators H

H=Hy,+1H, (59)
eine unitire Transformation 77 — die Van-Vleck-
Transformation —

') /:3
7»7I+1/S—2S—16 S34+... (60)

angewendet. Darin ist / die Einheitsmatrix und S
eine hermitesche Matrix. Die Transformation soll so
gewihlt werden, dafl} die Matrix des resultierenden
Operators

C=Gy+ .G, +22G,+A3G5+... (61)

bis zur ersten Ordnung keine verbindenden Matrix-
elemente zwischen den Submatrizen entarteter bzw.
nahe entarteter Niveaus besitzt. Damit ist erreicht,
dal} zur Berechnung der Energieniveaus bis zur zwei-
ten Ordnung jedes dieser Niveaus getrennt behan-
delt werden kann.

Die Matrixelemente des Operators G (61) bis zur zweiten Ordnung ergeben sich aus den Matrixelemen-

ten von H (59) und S wie folgt 25:
< r ‘G | // //>:: <tlr/‘H0:zI/r’/>

(|G "y = (7 |H |t ") + i(E} ES, _E9).,

SR IN 1
5 S {(E -}
e

n

<t/ r/ l (;2 1‘ l// r//\/ _

4 [\/

’

+i({r

Darin ist | r) eine Eigenfunktion und £

(ES: + EDr

111 | t//l r//l> <t/// r/// ] S ' [” r//) o \/t/

(62)

)(& S| ") (63)
)) <t/ rl ; S ; L/'/ r///> \rl’// r’// |

r, 1‘ S : t//’ r/’/> g 0P r/// ' H | // /I> ) 1 (04)

ein Eigenwert des ungestorten Operators Hy: t bezeichnet die

entarteten bzw. nahe entarteten Niveaus, wihrend r die Subniveaus nummeriert und von 1 bis g; (g; ist der

Entartungsgrad) lauft.

Die Forderung an die Transformation 7" (60) bedeutet in Matrizenschreibweise:

(£r|G "7

/>:0

v+t (65)
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Diese Forderung wird hiiufig auf die mit dem betrachteten Niveau — dieses wird im folgenden mit 77 be-
zeichnet — verbundenen Matrixelemente beschrinkt 28 2
(7G| EFy =0 mit ' =1¢. (66)

Daraus erhélt man unter Verwendung von (63) fir die Matrixelemente von S:

(t'r =i (¢ r|H i) [(ES) —E2) mit ¢ + i. (67)
Da aus der Forderung an die Transformation T nur die Elemente (67) von S bestimmt werden, mull man
die restlichen geeignet wihlen. Setzt man die nicht mit dem betrachteten Niveau f verbundenen Elemente von

S gleich Null:

S|e"r"y =0 mit '+, "+1, (68)

beeinflufit die Transformation die (t' r r”)-Elemente von G nur in zweiter Ordnung, wie aus (63) und

(64) folgt:
Cr|G Y= [H Y mitd +I, '+ (69)
! | 1] /

1 1 ’ z ’7 7
+ mitt' =&, "=t. (70)

gt
’ /| o’ 7 = 4 ’ | 7 = Izl ’’7 7’
(r |G |t" " y=3%2 (7 |H|IF) /,I‘I“Hl[tr>( oy T T -
| Ga | | =% .2 RSy okt | (0) (0) (0) - (0)
7 CEP) —ELY ERN —EF)
Die tibrigen Elemente von G werden spiter diskutiert.
Benutzt man dagegen die Forderung (65) in voller Allgemeinheit, separiert man also in erster Ordnun,
geg g g p g

alle Submatrizen entarteter bzw. nahe entarteter Niveaus voneinander, erhilt man fiir die nicht in ¢ dia-
gonalen Elemente von S:

(| S| ") =i (7 [H [ r7) [(EPY —EPr) mit ¢ 417 L7l
Fir die Elemente zweiter Ordnung von G ergibt sich dann:
(/t, r/ | p ;l// r/;\ 1N ”% /t’ r/ ! H \t/// ru/ /// /// ‘ H | // u\ ( 1 o 1
\ 2 | /=2 < [ 551 ) )< OO o 0, ,,
‘ Iy £ ED —EDym ED. —EDrp,
g
e
+ E l {(E;Q/)/)J// o % (E( - Etw,//)) ( t/ rr : g l tu/ ru/> <[’“ r/// : g t// ru‘(> (72)
e
e
+ ( < H1 l ’// r'//> <t’/I r/// ‘ S t’, r’/> <t r/ E S | t/// r///) <t’l’ r/’/ ‘ Hl ‘[ t,, r/’> ) } )

Fiir £/ r" und ¢ r” sind alle Werte zugelassen, dahe: besteht die zweite Summe aus zwei Summanden in ¢
Zur Diskussion der noch nicht definierten, in ¢ diagonalen ** Elemente von S miissen zwei Félle unterschie-

den werden.

I) strenge Entartung mit EQ® =E® firr=r",
IT) nahe Entartung mit E.9 < E{%  fiir 7" 47" und | E{Y —EW) | <|EY) — EQ) mit t+1.
Aus (63) erkennt man, daf} bei strenger Entartung die in ¢ diagonalen Elemente von G, unabhingig von S
und gleich denen von H; sind. Man kann also die in ¢ diagonalen Elemente von S so wihlen, dafl die Matrix-
elemente von G, moglichst einfach werden. Dieses wird durch eine der drei folgenden Festsetzungen erreicht:

(er'|S|er”y=0, (r|S|tr”"y=08,,, (¢7|S|er”)=(tr |H |tr"). (78 a—g)

Unabhiingig davon, ob man die Bedingung (65) oder (66) fordert, erhdlt man fiir die in ¢ diagonalen
Matrixelemente von G,:

" . . \
7| | 44 1 ’ | | 277 424 444 1444 rr | -
(7 (Gl er"y = 33 S (e | Hy |7 #") (077 | By i >(E(0) T ) (74)

(el //,r/// prt ,/,/ 177

Im Fall der Forderung (65) verschwindet aullerdem in allen drei Fillen (73 a—c) fiir alle Matrixelemente
(72) die zweite Summe.

** Bei dem aus (66) resultierenden Weg ist ¢ durch 7 zu ersetzen.
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Bei naher Entartung (II) sind nur die in ¢ und r diagonalen Elemente von G; (63) von S unabhiingig.
Man kann diesen Fall jedoch auf den Fall der strengen Entartung (1) zurtickfithren, wenn man die in ¢ dia-
gonalen Elemente von S nach (73 a) oder (73 b) wihlt.

Es ldft sich bei naher Entartung (II) auch erreichen, dal} der transformierte Operator G bis zur
ersten Ordnung streng diagonal ist, wenn man die in ¢ diagonalen und in r nicht diagonalen Elemente von S
analog zu (67) wihlt:

(07 |S|er’y =i« (er" |Hy|er”) [(EQ —ERY), ¥ +1". (75)
(er'|8|er'y = (¢77|S|er") (76)
Damit éndern sich auch die Matrixelemente von G, entsprechend und es ergibt sich:
<tr/[G !tr//> i N H\{:Nr[rI‘H ‘il///ru/\ (lr//r/,/lH (trr/\ ( 1 1 1 )
2| =24 LA\ ‘ /A J EL / : L
P it i "\ EQ —E®, EQr — E s
T , ‘ 1 1
+ 32 (er" |Hy|er") (e8| Hy|er”) ( ~ + ) (77
T2 L [ 451 \ 1 / ; 7)
7 O\ e ke, T Y B,
ro e
(¢er|H|er”) ,
4+ (1 —=8yp) - H [#r ) ((er” | Hy|ex”"y— Ler”|Hy|27)).

~(0) (0
ED _E©),

Ob der zuletzt aufgezeigte Weg zu einer Verbesserung der Energieeigenwerte fihrt, kann allgemein nur
schwer abgeschitzt werden und muf} fiir jedes Molekiil getrennt gepriift werden.

Wir danken den Mitgliedern der Kieler Arbeitsgruppe fiir wertvolle Hinweise und Diskussionen. Die
Arbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft und dem Fonds der Chemie unterstiitzt.
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